FONCTION EXPONENTIELLE

O Résumé

Nous nous intéressons, ici, a une fonction exponentielle particuliere. Elle est
tellement importante qu’on I'appelle sobrement exponentielle.

Solution d’équation différentielle

Théoréme | Existence et unicité

Il existe une unique fonction f définie et dérivable sur R telle que :

{ﬂ=f
f)=1.

On l'appelle fonction exponentielle et on la note f = exp.

Propriété | Fonction exponentielle de base e

Il existe un nombre e = 2,718, appelé le nombre d’Euler, tel que exp est la fonc-
tion exponentielle de base e.

Soient x,y €R:

» ef=1

» etV =e¥eY
—_ = ex_y
ey

» (e9)) =e"V

Démonstration. On obtient toutes ces propriétés de 1’étude des fonctions exponentielles.

Propriété | Variations de exp

exp : x — e* est strictement croissante sur R.

Démonstration. e > 1.

Théoréme | Positivité de exp

Pour tout x € R, exp(x) > 0.

Dérivation et primitives

O

Théoréme | Dérivation et primitives de composées linéaires

Soit ke R* et f: x — ek¥,

» f estdérivable sur R et f(x) = ke*.

1
» f admet une primitive F sur R d’expression F(x) = —ek~,

Exemples B f:x— 12e3 estdérivable sur R et f'(x) = 4e3.
> f:x— e 13%(x? +2) est dérivable sur R et :
fl(x)=-13e B +2) +e B¥ x2x

= e ¥ (-13x* +2x-26).
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» lim exp(5x?) = +oocar lim x*=+oo.
X—00 X—+00

Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

1. f:x— 20e!0~ 3. fix—e “+e’—4axt+2x°

2. fix——e %42

Comportement asymptotique
Propriété | Limite en +oo Donner les limites suivantes.
La fonction exponentielle dispose des limites suivantes pour x — too. 1. lim exp(dx—1)
X——00
Jim_exp(x) = +oo 2. lim exp(-x+7)
X—+00

3. lim exp(5x?)

X——00

lim exp(x) =0 Propriétés | Limites de mondmes
xotoe P _J
-00 el » Si f(x) = x" avec n € N* pair, alors :

> lim x"=+oc0
X——00

> lim x" = +oco.
X—+00

Exemples On dispose des limites suivantes :

» lim exp(5x)=+ococar lim 5x=+oo.
X—+00 X—+00

» Si f(x) = x" avec n € N impair, alors :

> lim x"=-c0
X——00

lim x" = +oo.

» lim exp(-5x)=0car lim —-5x=—oc.
X—-+00 >
X—+00

X—+00
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Théoréme | Limites de polynomes

La limite d'un polynéme a, x" + a,_1x"" "' +---+ a; x+ ag en +oo est celle de son
terme dominant a,x" (pour a, # 0).

Exemples » lim 5x®-12x2—x+2= lim 5x%=—o0
X——00

X——00
» lim -x®+10x= lim —-x*=-o0
X—+00 X—+00
Théoreme | Croissances comparées
Soit n € N*.
X

» lim — =+oo

x—+oo xI

» lim x"e*=0
X——00

X

p . . €
Exemples » Déterminons lim x%+ —.
X—+00 x3

ex
D'une part, lim x%=+ocoetd uneautre, lim —5 = +oopar le théoréme des crois-
X—+00 X—+00 X'
ex
sances comparées. En faisant la somme, nous avons liIP x3+ = +00.

Pt 3
» Déterminons tlim el—t.
—+

Nous sommes face a une forme indéterminée car lim e’ = lim ¢ = +oo mais

t—+oo t—+oo
lim e! -t ne vaut pas forcément 0!
t—+oo
Factorisons :

Ainsi, comme tlim 1-te~! = 1 par croissances comparées, on a par produit que
—+
lim e’ —f=+00x1=+c0.
t—+oo

Exercice

Déterminer les limites suivantes.

1. lim 3e**+5x2
X—+00

2. lim —2te?!

t——o00

-3x

3. lim 5o
X—=00 X*+2X
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