DEVOIR SURVEILLE 3

Calculatrice autorisée
Vendredi 20 octobre 2023

EXERCICE 1 (6 POINTS)
1. a. Soit n € N. Simplifier 21 — 2",

b. Montrer par récurrence que, pour tout 7€ N* :
2h_on-l_..._2=0.
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1
2. Soit (uy) la suite définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, ;.1 = 3 Up+n-2.0nadmet que us = 243"

a. Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 5, u, > n—3.

b. En déduire la limite de (u,) quand n tend vers +oo.

CORRECTION
1. a. SoitmeN.

2n+1_2n:2x2n_2n

=2"2-1)
-
b. Montrons par récurrence sur n € N*, la propriété P(n): "2" 2" 1 —...—2=0".
Initialisation : Montrons que P(1) estvraie. Sin=1,2"-2""1—-...—2=21_2=0.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un rang n fixé et montrons P(n +1).

pntl_pn_on=l_..._p—pn_pn-l_..._p par la question 1.a.

=0 par hypothése de récurrence

P(n+1) est vraie!

Nous avons bien démontré par récurrence que | pour tout 7€ N* : 2 —2"71 —..._2 =,

2. a. Montrons par récurrence sur n > 5, la propriété P(n) : "u, > n—-3".
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Initialisation : P(5) est vraie. En effet, on sait d’apres 'énoncé que us = 213 donc us > 213 =2=5-3.
Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un rang n fixé et montrons P(n +1).
1 . .
Upil = 3 Up+n-2 par relation de récurrence
1
> 3 x(n-3)+n-2 par hypothése de récurrence
n
> g +n-3
5
> 3 +n-3 carn>>5
>1+n-3
>n+1)-3

P(n+1) est vraie!

Nous avons bien démontré par récurrence que’ pourtoutn >5:u, > n-3.
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b. lim n-3=+oodonc par le théoreme de comparaison et la question précédente,| lim u, = +oo.

n—+oo

EXERCICE 2 (14 POINTS)
Soit (u,,) définie pour tout n € N* par :

. Un+1
1. Pour tout entier n € N*, on pose v, = .

Un

a. Montrer que, pour tout n € N* ;

1
b. Montrer que lim v, = —.
n—+oo 2

1
c. Montrer que, pour tout entier n € N*, v, > >

d. Déterminer le plus petit entier ng tel que, pour tout n > ny, v, <
P 3
e. En déduire que, pour tout n > ny, Un+1 < Zun

2. Pour tout entier n > 5, on pose :
n

Sp= Z Up=Us+Ug+ -+ Up.
k=5

a. Montrer par récurrence que, pour tout n > 5:

3 n->5
U, < (Z) Us.

b. Montrer que, pour tout entier n > 5 :

B~ w

n—+oo

Us.

2

(n+1
n

N =

3 3 2 3 n->5
Sp<|1+=+(=| +---+[=
"L a (4) (4)
c. En déduire que, pour tout entier n > 5, S, < 4us.
3. Montrer que (S,,) est croissante et en déduire qu’elle converge.
CORRECTION
1. a. Soit n e N*.
2
LU et (4D 2" (n+1)?
" w,  n2 T on+l Xﬁ_ 2n
27‘1
1(n+1\*> 1 1 1
b. SoitneN*.v,=-|——| = —(1+l)2.C0mme lim 1+1=o0alors| lim v,==x1%2==.
2 n 2 n n—+oo n 2 2

n—+oo

c. Soit n € N*.
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d. Soit neN*.

3
Vn<z
@1(n+12<3
2\ n ) T4
n+1\%> 3
s gg
n+l 3 1
= <4t/ = car >0
n 2
on+l1<y/-n
3
<nfl- 5 <-1
-1 3
on> carl—4/ =<0
3 2

= w

Enfin, ~ 4,5 donc| ny =5 est le plus petit entier tel que, pour tout n > ny, v, <

3
1—\/g

e. Soit n > ng. Par définition de vy, | up+1 = vyu, < 1 u, | en utilisant la question précédente.

3 n-5
2. a. Montrons, par récurrence sur n > 5, la propriété P(n) : "u, < (4_1) us"

3155
Initialisation : P(5) est vraie. En effet, u5 =1 x us = (Z) Us.

Hérédité : Supposons P(n) pour n fixé et montrons P(n + 1).

Un+1 < —Up par l.e.

> w

3 3 n->5
< 1 x (4_1) Us par hypothése de récurrence

3 (n+1)-5
i)

Nous avons prouvé que P(n + 1) est vraie.

) 3 3 n->5
Finalement, par récurrence, nous avons montré que, | pour tout 7 > 5 : u, < (4_1 Us.

b. Soit n > 5.

5-5 6-5 3 n->5
Sn=u5+u6+~~+un<(z) us + Z) Us+---+ Z) Us par 2.a.
3 3\
<IxXus+—xus+-+ |- u
s+ xug (4) ;
3 (3)? 3"
< 1+Z+ Z) ++(Z) Us en factorisant par us

3

3 . o .
c. 1+ n + (— est la somme des n — 6 premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et

+.e (=
4 4

de raison —.

'S
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3 3 2 3 n->5 l_qn—4
1+-+ —) + (—) =1x
4 \4 4 1-gq
3\n—4
:1—(1)
-3
< ! =4

DoncVn>5,S, <4us.

3. (Sp) est majorée par 4us a partir de n =5, elle convergera si elle est croissante également a partir de n =5 et c’est le cas
(n+1)?

puisque pour n =5, Sy41— Sy = Ups1 = i

> 0 comme quotient de quantités strictement positives.
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