
DEVOIR SURVEILLÉ 2
Calculatrice autorisée

Vendredi 13 octobre 2023

EXERCICE 1
Calculer les dérivées des fonctions suivantes, définies sur I . On donnera l’ensemble de dérivabilité D f ′ .

1. f (x) =
(

7x −8

9−2x

)3

; I = R \

{
9

2

}
.

2. f (x) =
(−x2 +4x +6

x2 −1

)4

; I = R \ {−1;1}.

3. f (x) =
(

e5x−8

x2 −7x +12

)4

; I = R \ {3;4}.

4. f (x) =
√

2x +4

5−x
; I = [−2;5[.

5. f (x) =
√

ex (x2 −4x +15) ; I = R.

6. f (x) = e(x−4)3
p−4x+2 ; I =

]
−∞ ;

1

2

]
.

CORRECTION

1. f est dérivable sur I .

Soit x ∈ I . Posons u(x) = 7x −8

9−2x
.

u′(x) = 7(9−2x)− (−2)(7x −8)

(9−2x)2

= 63−14x +14x −16

(9−2x)2

= 47

(9−2x)2

Ainsi, f ′(x) = 47

(9−2x)2 ×3

(
7x −8

9−2x

)2

.

2. f est dérivable sur I .

Soit x ∈ I . Posons u(x) = −x2 +4x +6

x2 −1
.

u′(x) = (−2x +4)(x2 −1)−2x(−x2 +4x +6)

(x2 −1)2

= −2x3 +2x +4x2 −4+2x3 −8x2 −12x

(x2 −1)2

= −4x2 −10x −4

(x2 −1)2

Ainsi, f ′(x) = −4x2 −10x −4

(x2 −1)2 ×4

(−x2 +4x +6

x2 −1

)3

.

3. f est dérivable sur I .

Soit x ∈ I . Posons u(x) = e5x−8

x2 −7x +12
.

u′(x) = 5e5x−8(x2 −7x +12)− (2x −7)e5x−8

(x2 −7x +12)2

= e5x−8
(
5x2 −35x +60)− (2x −7)

)
(x2 −7x +12)2

= e5x−8(5x2 −37x +67)

(x2 −7x +12)2
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Ainsi, f ′(x) = e5x−8(5x2 −37x +67)

(x2 −7x +12)2 ×4

(
e5x−8

x2 −7x +12

)3

.

4. f est dérivable sur I \ {−2} car
2x +4

5−x
s’annule en x =−2.

Soit x ∈ I \ {−2}. Posons u(x) = 2x +4

5−x
.

u′(x) = 2(5−x)− (−1)(2x +4)

(5−x)2

= 10−2x +2x +4

(5−x)2

= 14

(5−x)2

Ainsi, f ′(x) = 14

(5−x)2 × 1

2
√

2x+4
5−x

.

5. f est dérivable sur I car ∀x ∈ R, x2 −4x +15 > 0 (considérer son discriminant).

Soit x ∈ I . Posons u(x) = ex (x2 −4x +15).

u′(x) = (2x −4)ex +ex (x2 −4x +15)

= ex (x2 −2x +11)

Ainsi, f ′(x) = ex (x2 −2x +11)× 1

2
√

ex (x2 −4x +15)
.

6. f est dérivable sur I \

{
1

2

}
car −4x +2 s’annule en x = 1

2
.

Soit x ∈ I \

{
1

2

}
. Posons u(x) = (x −4)3

p−4x +2.

u′(x) = 3(x −4)2
p−4x +2+ (x −4)3 × −4

2
p−4x +2

= (x −4)2
(
3
p−4x +2+ −2(x −4)p−4x +2

)
= (x −4)2

(
3(−4x +2)p−4x +2

+ −2(x −4)p−4x +2

)
= (x −4)2

(−14x +14p−4x +2

)

Ainsi, f ′(x) = (x −4)2
(−14x +14p−4x +2

)
×e(x−4)3

p−4x+2.

EXERCICE 2
Déterminer, dans chaque cas, la limite de (un) de terme général donné quand n →+∞.

1. un = n2 −4n +12

2. un = 2n7 −11− 1
n

n7 +11

3. un = (−1)n

n4

4. un = n +3

n2 +6
cos(2n2 −4).
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CORRECTION

1. Soit n ∈ N.

un = n2 −4n +12 = n2
(
1− 4

n + 12
n2

)
lim

n→+∞
4

n
= 0 et lim

n→+∞
12

n2 = 0 donc lim
n→+∞un =

(
lim

n→+∞n2
)
×1 par produit.

Finalement, lim
n→+∞un =+∞.

2. Soit n 6= 0.

un = 2n7 −11− 1
n

n7 +11

= n7

n7

2− 11

n7 − 1
n8

1+ 11
n7

=
2− 11

n7 − 1
n8

1+ 11
n7

Le numérateur tend vers 2 quand n →+∞ et le dénominateur vers 1 quand n →+∞donc un tend vers
2

1
= 2 quand n →+∞.

3. Soit n 6= 0.

On a :

− 1

n4 6
(−1)n

n4 6
1

n4 .

En appliquant le théorème des gendarmes, comme lim
n→+∞− 1

n4 = 0 et lim
n→+∞

1

n4 = 0, alors lim
n→+∞un = 0.

4. Soit n ∈ N.

On a :

− n +3

n2 +6
6

n +3

n2 +6
cos(2n2 −4)6

n +3

n2 +6
.

On peut établir que
n +3

n2 +6
= n(1+ 3

n )

n(n + 6
n )

= 1+ 3
n

n + 6
n

et donc lim
n→+∞

n +3

n2 +6
= 0. En appliquant le théorème des gendarmes,

comme lim
n→+∞− n +3

n2 +6
= 0 et lim

n→+∞
n +3

n2 +6
= 0, alors lim

n→+∞un = 0.

EXERCICE 3
Soit (cn) la suite définie, pour tout entier n > 1 par :

cn =
n∑

k=1

1

k(k +1)(k +2)

= 1

1×2×3
+ 1

2×3×4
+·· ·+ 1

n(n +1)(n +2)

1. a. Soit un entier k tel que 16 n. Montrer que :

1

k(k +1)(k +2)
= 1

2

(
1

k
− 1

k +1

)
− 1

2

(
1

k +1
− 1

k +2

)
b. Donner une expression simplifiée de cn .

2. Calculer lim
n→+∞cn .
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CORRECTION

1. a.

1

2

(
1

k
− 1

k +1

)
− 1

2

(
1

k +1
− 1

k +2

)
= 1

2

(
(k +1)(k +2)

k(k +1)(k +2)
− k(k +2)

k(k +1)(k +2)

)
− 1

2

(
(k(k +2)

k(k +1)(k +2)
− (k(k +1)

k(k +1)(k +2)

)
= 1

2
× (k +1)(k +2)−2k(k +2)+k(k +1)

k(k +1)(k +2)

= 1

2
× k2 +2k +k +2−2k2 −4k +k2 +k

k(k +1)(k +2)

= 1

2
× 2

k(k +1)(k +2)

= 1

k(k +1)(k +2)

b. Soit n ∈ N.

Par la question 1, on a que :

cn = 1

2

(
1

1
− 1

1+1

)
− 1

2

(
1

n +1
− 1

n +2

)
= 1

4
− 1

2

(
1

n +1
− 1

n +2

)
.

2. En passant à la limite
1

n +1
et

1

n +2
, on a que cn tend vers

1

4
quand n tend vers +∞.
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