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EXERCICE 1 4 POINTS

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Pour chacune des questions suivantes, une seule des quatre réponses
proposées est exacte. Une réponse exacte rapporte un point. Une réponse fausse, une réponse multiple ou l'absence de
réponse a une question ne rapporte ni ndenléve de point. Pour répondre, indiquer sur la copie le numéro de la question
et la lettre de la réponse choisie. Aucune justification ndest demandeée.

1. On considere les suites (u;) et (v,) telles que, pour tout entier naturel n,

1 n 1 n
Up=1-|[- et vp=1+(-] .
" (4) " 4)
On considére de plus une suite (w;) qui, pour tout entier naturel n, vérifie u, < w, < v;,.
On peut affirmer que :

a. Les suites (uy) et (v,) sont géométriques. ‘ b. La suite (w,,) converge vers 1.

c. La suite (u,) est minorée par 1. d. La suite (wy,) est croissante.
| Application directe du théoreme dit « des gendarmes ».

2. On considere la fonction f définie sur Rpar: f(x) = xe<’.
La fonction dérivée de f estla fonction f’ définie sur R par :

a. f’(x)sze"2 b. f’(x):(1+2x)e"2
¢ f(x)=(1+2x2)e* d. fl(x)=2+x2)e".
H f/(x)Z1><e"2+x><2xe’“2:(1+2xz)e"2
) x2-1
3. Quevaut lim ——?
x—+002x2 —2x+1
a. —1 b. 0 c.% d. +oo.
2 1
x—lglooz 2_2 +1:x—1>r-ir-100 2,1 _x—1>r-ir-loo 2,1 :5
e x2(2-2+ %) 2-3t%

4. On considere une fonction & continue sur I'intervalle [-1 ; 1] telle que
h(-1)=0 h()=2 h(1)=0.

On peut affirmer que :
a. Lafonction & est croissante sur 'intervalle [-1 ; 0].
b. Lafonction h est positive sur l'intervalle [-1; 1].

‘ c. Il existe au moins un nombre réel a dans l'intervalle [0; 1] tel que h(a) = 1.

d. 1'équation h(x) = 1 admet exactement deux solutions dans I'intervalle [-1 ; 1].
H Application du théoréme des valeurs intermédiaires sur 'intervalle [0 ; 1].
5. On suppose que g est une fonction dérivable sur I'intervalle [-4 ; 4]. On donne ci-contre la représentation
graphique de sa fonction dérivée g'.
On peut affirmer que :

(gg/ ST
a. g admet un maximum en —2. 2 -+
b. gestcroissante surl'intervalle [1;2].

‘ c. g estconvexe sur l'intervalle [1; 2]. NT
d. gadmetun minimum en 0. | | | | | |
L4 T T —6 T T T
B | 1 2 3 4

_l —

H La fonction g’ est croissante sur I'intervalle 1 ; 2], donc la fonction g est convexe sur cet intervalle.
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EXERCICE 2 4 POINTS

1. e 13 =0,95 % 1y +200=0,95 x 10000 + 200 = 9500 + 200 = 9700.Calculer u; et vérifier que up =9415.

2.

e Uy =0,95%x u; +200=0,95x9700+200=9215+200 =9415.

a. On démontre par récurrence, que pour tout entier naturel n : u, > 4000.

Initialisation : up = 10000 > 4000 : I'inégalité est vraie au rang 0;

Hérédité : supposons que pour n € N, on ait u, > 4000, alors par produit par 0,95 > 0, on a 0,95u,, >
0,95 x 4000, soit :

0,95u, > 3800, et en ajoutant 200 a chaque membre :

0,95u, +200 > 3800 + 200, c’est-a-dire u,+; > 4000 : la relation est vraie au rang n + 1.

Conclusion : I'inégalité est vraie au rang O et si elle est vraie au rang n € N, elle est vraie au rang n+ 1 :
d’apres le principe de récurrence u; > 4000 quel que soit le naturel n.

. On admet que la suite (u,) est décroissante. Justifier qu’elle converge. On sait que si la suite est décrois-

sante et minorée par 4 000, elle converge vers une limite ¢, avec £ > 4000.

. Pour n=0,0na vy=uy—4000=10000-4000=6000.
. Au choix :

Meéthodel :pourneN,ona:

3800
Un+l = Up+1 —4000=0,95u, +200-4000=0,95u, —3800 = 0,95(un— m) =0,95(u, —4000) =0,95v,.

)

Légalité v, = 0,95v,, vraie quel que soit n € N montre que la suite (v,) est gé¢ométrique de raison égale a
0,95.

Meéthode 2 : pour n € N, on a vu que u, > 4000, donc v,, = u; —4000 > 0.

v Up+1 —4000  0,95u, +200—-4000
On peut donc calculer : el Tl = 1 =

Vn  Uup—4000 iy, —4000
0,95u, 3800 _ 0,951, —3800 _095(us—3%2) 0,95 (u, —4000) 095
up—4000 wu,—4000 74000y, —4000 77T

Cette égalité vraie pour tout naturel n, montre que la suite (v,) est géométrique de raison égale a 0,95.

u; = 4000+ 6000 x 0,95".
D’apres le résultat précédent, on sait que que pour tout n € N,
Vn =g x 0,95" = 6000 x 0,95".
Or v, =u, -4000 < u, = v, +4000=6000 x 0,95" +4000.

. Comme 0<0,95< 1, on sait que lim 0,95"” =0, donc lim 6000 x 0,95" =0, d'0AZ lim wu, =4000 (par
n—+oo n—+oo n—+oo

somme de limites).

4. uy, est égal au nombre d’'individus de 1'espece animale au rang n; d’apres le résultat précédent ce nombre va

diminuer et se rapprocher de 4 000 soit moins de la moitié de la population initiale : le responsable a raison.
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EXERCICE 3 6 POINTS

ABCDEFGH est un cube. I est le centre de la face ADHE et ] est un point du segment [CG].
Il existe donc a € [0; 1] tel que (Tf = aC—6.

On note (d) la droite passant par I et parallele a (FJ).

On note K et L les points d’intersection de la droite (d) et des droites (AE) et (DH).

—»——»—»)

On se place dans le repeére (A ; AB,AD, AE

2
Partie A : Dans cette partie a = 3

H G
|
|
|
|
|
| F )
E !
I -
| - -
K IL’—’ ¢ P
/‘ I |
|
|
|
]2# ———————————————— b C
s
s,
s
s
s,
’,
s,
s,
A B

1. Dansle repere (A; E,A—D),ﬁ), F(1;0;1), Imilieude [AH] et de [DE], donc1(0; % ; %) etJ(1;1; %)

0
2. On a par la question précédente que FJ [ 1 |, comme I € d, alors

1
3
X 0
M(x;y;2)€(d < <{ y = 3+t teR
z = i_ﬁ
273
3. a. LepointK(x; y; z) estle point de (d) d’ordonnée nulle, soitt+%=0<:> [:—%.
1
_1_-3 __1,1_3,1_4_2
Doncz—z—%_—§+g_€+§_é_§_

2
Finalement, K(O ;05 §)

b. Tous les points de (DH) ont une ordonnée égale a 1.

Or un point de (d) a une ordonnée égale a % +t=1 < t= %

Enfin L(x; y; z)admetz=3-f=1-1=2_1=2-1letdoncL(0; 1; 3).

0 0-0 0
4. a. FJ| 1 |etKL|1-0]doncKL | 1 |:FJLK estun parallélogramme.
-1 1_2 -1
3 373 3

b. FJLK est un losange si ses quatre cotés sont de méme longueur, il suffit donc de montrer que seuls deux
cotés consécutifs sont de méme longueur (car FJLK est un parallélogramme).

Montrons que FJ =L].
En appliquant le théoréme de Pythagore a FGJ rectangle en G, on obtient que FJ? = 1+ é. De méme, pour
LPJ rectangle en P, on obtient que LJ? =1+ é.Comme FJ et L] sont des longueurs, FJ> = LJ>? < F] = LJ.
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c. FJLK est un carré si tous ses angles sont droits. Regardons donc si FJL est rectangle en J.

On sait que FJ = L] de la question précédente et on peut déterminer FL par Pythagore en HLF rectangle

en H.

FI? = HF? + HI?

Enfin, FJL est rectangle enJ si, et seulement si, FI2=FJ2+LJ2.OrFJ?+LJ?=(1+ %)+(1+é) = 2+% # FI2.

FJLK n’est pas un carré.

Partie B : Cas général

a
On admet que les coordonnées des points K et L sont : K(O ;0;1— g) et L(O i1 E)
On rappelleque a€ [0; 1].

1. Japour coordonnées (1; 1; a).

0 0

2.0naF7 1 etK_I: 1

a-1 a-1
Donc FJ =KL < FJLK est un parallélogramme.

. FJLK est un losange si a = % par la partie A.
Vérifions s'il y en a d’autres. Regardons a nouveau si FJZ = LJ?.

Pythagore en FGJ nous donne FJ? =2 —2a+ a® eten LP] (pour P(1; 1; 4)), nous avons LJ? =1+ “TZ.
&2
FPP=L]*e2-2a+a*= I+
©8-8a+4a’=4+a’

©4-8a+3a°=0

En considérant le discriminant du polynome apparant, on trouve que FJ = L] < a = 2 ou a = 2 qui est exclu car

3
ac[0;1].

2
. On avu dans la question précédente que seule la valeur 3 de a donnait un losange FJLK et mais en A.4.c., FJLK

n'est pas un carré.
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EXERCICE 4 6 POINTS

On considere les suites (u,) et (v,;) définies pour tout entier naturel » par :

Uo = 1y=1
Up+1 = Upt+ Uy
Un+1 = 2Up+ Uy

Dans toute la suite de 'exercice, on admet que les suites (u,) et (v,;) sont strictement positives.

1. a uy=up+vy=1+1=2etv;=2xuy+vp=2x1+1=3.
b. Pour tout n, v,+1 =2u, + v, donc v, — U, = 2U;,.
On a admis que la suite (u,) était strictement positive donc, pour tout n, u, > 0; on en déduit que, pour
tout n, v,4+1 — Vn > 0 donc que la suite (v;,) est strictement croissante.
La suite (v,) est strictement croissante donc, pour tout n, v, > vy donc vy, > 1.
c. Soit &, la propriété: u, >n+1.
On démontre cette propriété par récurrence.
¢ Initialisation
Pourn=0,u,=ug=1etn+1=1donc u, > n+1; &, est vraie.
e Hérédité
On suppose que 22, est vraie (hypothése de récurrence) et on va démontrer que 22, est vraie.
2, vraie équivauta u, > n+1.
Upsl = Up+Up; OF U, 2> n+1et, d’apres la question 1.b, v, > 1. On en déduit que 1,41 > n+2 etdonc
que la propriété est vraie au rang n + 1.
¢ Conclusion
La propriété &2, est vraie au rang 0, et elle est héréditaire pour tout n > 0; d’apres le principe de
récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 0.
On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, u, > n+1.
d. Pourtout n, u, > n+1;orlim,_ . n+1=+o0, donc par comparaison, lim,_. o U, = +00.
. Un ) (-t
2. On pose, pour tout entier naturel n: r, = u—n On admetque:r;, =2+ u—%
a. (—1)"""! vaut soit —1, soit 1 selon la parité de n; donc —1 < (-1)*"! < 1.
On sait que u, >0 donc u? > 0.

. » . 1 =™t 1
On divise par uj, eton obtient: - — < —— < —.
u u u
n n n
b. On sait que lim,— oo Uy = +00 donc lim,,—. ;o0 U2 = +00.
1
On en déduit que lim,— oo —— =1imy 100 — =0.
u u
n n
. I L |
On sait de plus que, pour tout n: —— < ——— < —.
u u u
n n n
_1)n+1
Donc, d’apres le théoreme des gendarmes, on peut dire que : nliIP —F— =0.
—too 12
(_1)n+1 . (_1)n+1 .
c. r% =2+ ——>—et lim ——— =0,donc:lim,—.o r% =2.
un n—+oo un

On peut en déduire que la suite (r,,) converge vers v/2
d. Pour tout entier naturel n,

Un
b Vnel 2UntUn ( Un Up _2+rn
n+l = = = = = .
Un+1 Up+Un u ( Un) l+ﬁ 1+r,

n

page 5 sur 6



e. On considere le programme suivant écrit en langage Python :

def seuil() :
n=0
r=1
while abs(r-sqrt(2)) > 10**(-4) :
r=(241)/(1+1)
n=n+l
return n

La valeur de n renvoyée par ce programme est 5.

Elle correspond 2 la plus petite valeur de n pour laquelle la distance entre r,, et v/2 est inférieure ou égale
a10™,
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