LIMITES DE FONCTIONS

O Résumé

L étude des limites de suites nous a ouvert la voie a1’étude de nouvelles limites :
celles des fonctions.

Nous pourrons aborder le comportement asymptotique de courbes et fonc-
tions avancées tout en donnant des résultats de comparaisons trés puissants.

Dans toute la suite, f, g, h, u et v désigneront des fonctions et ¢, xy, a , « des nombres
réels.

Limites d’'une fonction

Comportement en +oco
Définitions
Soit f définie sur [a; +ool.

» Lalimite de f en +oo est égale a ¢ si, et seulement si, tout intervalle ouvert
contenant ¢ contient toutes les valeurs f(x) pour x suffisamment grand.

Onnote lim f(x)="¢.
X—+00

» La limite de f en +oco est égale a +oo si, et seulement si, tout intervalle
la; +oo[ contient toutes les valeurs f(x) pour x suffisamment grand.

Onnote lim f(x) = +oo.
X—+00

fx)

» La limite de f en +oo est égale a —co si, et seulement si, tout intervalle
]—o0; al contient toutes les valeurs f(x) pour x suffisamment grand.

Onnote lim f(x)=—o0.
X—+00

fx)
~

Exemple Une fonction constante égale a ¢ tend vers ¢ en +oo et tend vers £ en —oo.
Remarques » On peut encore utiliser les deux notations :
xgrllwf(x) =/ ou fx) et /.

» On définit de maniere similaire la limite de f en —oo.

» On dit que la droite d’équation y = ¢ est une asymptote horizontale a la courbe
de f en +oo (respectivement en —oo) si, et seulement si, lirP f(x) = ¢ (respective-
X—+00
ment lim f(x)=27).
X——00
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Comportement en un réel xj

Soit f définie sur l'intervalle | xg; xo + r[ ou sur | xo — r; xo[ avec r > 0.

» Lalimite de f en x; est égale a ¢ si, et seulement si, tout intervalle ouvert
contenant ¢ contient toutes les valeurs f(x) pour x suffisamment proche de
X0.-

On note lim f(x)=2¢.
X—Xo

» Lalimitede f en x est égale a +oo si, et seulement si, tout intervalle ] a; +oo[
contient toutes les valeurs f(x) pour x suffisamment proche de x,.

On note lim f(x) = +oco0.
X— Xy

fx)

» Lalimitede f en x( est égale a —oo si, et seulement si, tout intervalle ] —oo; b[
contient toutes les valeurs f(x) pour x suffisamment proche de x,.

On note lim f(x) = —oo.
X— Xy

Remarques » On parlera de limite a gauche quand on approche de xy en faisant
croitre x. On pourra utiliser les notations suivantes.

xh_r}l}ﬂ f(x) ou leI% fx)
X<Xp

» On parlera de limite a droite quand on approche de x; en faisant décroitre x. On
pourra utiliser les notations suivantes.

lim f(x) ou lim f(x)
X %o x—xg
x> X 0

» On dit que la droite d’équation x = x( est une asymptote verticale a la courbe de f
en Xy si, et seulement si, lim f(x) =+ooou lim f(x)=—oco.
X—Xo X—Xo

Opérations sur les limites

Fonctions usuelles

Propriétés | Limites usuelles

» Si f(x) = x" avec n € N* pair, alors :

> lim x"=+oc0
X——00

> lim x" = +oco.
X—+00

» Si f(x) = x" avec n € N impair, alors :

> lim x"=-c0
X——00

> lim x" = +oco.
X—+00
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1
» Sif(x)=— — avecn € N* pair, alors :

1
» Si f(x) = —- avec n € N impair, alors :

» Si f(x)=/x, alors:

lim +/x = +oo.

» Sif(x)=e* alors:

lim e* = +oo0.

Remarques On a aussi les limites suivantes. Soient n # 0 et a€ R.

» lim x" =a"
X—a

> )lcin}l\/}:\/ﬁpoura>0

» lime* =e?
X—a

m Somme, produit et quotient

On considere dans cette section deux fonctions f et g définies sur un intervalle I.

Théoréme | Limite d’'une somme

Soient ¢ et ¢’ deux réels. a peut désigner ici +oco ou —co.

chllr}lf(x) 4 4 4 +00 —00 +00
)lcl_r)rcllg(x) /' +00 —00 +00 —00 —00
lim (f(x)+g(x) | £+ | 400 | —oo | +o0 | —oo FI

1 1
Exemples » hm ~=0et lim x*=+ocodonc lim ( +x4) = +o0.
——00 X X——00 X—=00\ X

1 1
» lim — =+ocoet lim e*=¢e% =1 donc lim (—+e = +00.

x—0* x3 x—0% x—0+ | x3

Théoréme | Limite d'un produit

Soient ¢ et ¢’ deux réels. a peut désigner ici +oo ou —co.

)lci_rglf(x) l >0 <0 >0 <0 0
Jl}_)na g(x) 4 +00 +00 —00 —00 +00
lim (f(x)g(x) | £¢' | +oo —00 —00 +00 FI

Exemples » lim e™*= lim e*=+ocodonc lim —6e™* = —oco.
X——00 X—+00 X——00

> lin%ex:eetlin%\/3x3—x2+2:\/3—1+2:2donc lin%(ex 3x3—x2+2) =2e.
X— X— X—
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Théoréme | Limite d'un quotient

Soient ¢ et ¢’ deux réels. a peut désigner ici +oo ou —oo.

)lcirr;lf(x) 4 4 +00

)l}_rg g(x) 0'#£0 +00 +00 0
. f) ¢

)lcl_l"l'}l m Vi 0 FI FI

Si g(x) >0 pour tout x € [ Si g(x) <0 pour tout x € [

Jlcin}lf(x) >0 /<0 chir%f(x) >0 <0
lim g(x) 0+ 0+ lim g(x) 0~ 0~
x._% Ji€3) x._)a f(x)
Mg | *° | "™ Imee | —° | *®
. 7 7 . 2
Exemple lim[2-——|=2-—— =1 et lim(x*—x) = 49+7 = 56 donc
x—7 14-x 14-7 x—7

Comparaison

On a des résultats similaires aux limites de suites, encore.

Théoréme | Théoréme de comparaison

Soient f et g deux fonctions et xj telles que pour tout x > xp, f(x) < g(x).
» Si lim f(x)=+4ocoalors lim g(x)=+oo.
X—+00 X—+00

» Si lim g(x)=-ooalors lim f(x)=—o0.
X—+00 X—+00

Théoréeme | Théoréme des gendarmes

Soient f, g et h trois fonctions et x telles que pour tout x > xo,
fx) < gx) < h(x).

Si lim f(x)= lim h(x)=/¢alors lim g(x)=~¢.
X—+00 X—+00 X—+00

Exercice

Déterminer lim
X—+

X+ cos(x)
—— e

X

t lim

X——00

x3 + 7sin(x)

x2
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