Exercice

Déterminer, dans chacun des cas, la forme générale des suites définies sur N
par:
COMPLEMENTS SUR LES SUITES 1. VneN,  Upp1=6up+5  up=0
2. VneN, Up+1 =—du,+12, ur=1
3. VneN, Up+1 = Uy — 10, Uy =2.
® Résumé
e . . . Propriété | Somme des premiers termes
Nous poussons plus loin ici 1'étude des suites numériques. Les suites
arithmético-géométriques captivent l'attention des mathématiciens et des Soit (1) une suite arithmético-géométrique de parametres a # 1 et b et de pre-
chercheurs car elles combinent des modéles de croissance linéaire et exponen- mier terme .

tielle, elles sont donc tres intéressantes. Enfin, la notion de limite est établie

n _ on+1 b
VneN, Sn=Zuk:(uO—r)—+(n+1)r our=
=0 l1-a l-a
Suites arithmético-géométriques
Démonstration. Admise.
:
Soient a,b € R et (u;) une suite numérique définie sur N par la relation de ré-
currence : Soit u une suite arithmético-géométrique de parametres a # 1 et be R.

VneN, Upi1=axuy+b.
i " 1. Calculer S;» poura=%,b=%et up=1.

(uy) est appelée suite arithmético-géométrique de parametres a et b.
2. Déterminer, pour tout m > n, Y1 u pour a et b quelconques.

Remarques » Les suites arithmétiques et géométriques sont des cas particuliers

des suites arithmético-géométriques (pour, respectivement, a =1 et b =0). Exercice | Probléme

» Larelation de récurrence est affine mais nous allons voir que ce n’est pas le cas de Le nombre d’arbres d'une forét, en milliers d'unités, est modélisé par la suite
la forme explicite. (1) ol u, estle nombre d’arbres, en milliers, au cours de I'année (2023 + n). En
Propriété 2023, la forét posséde 50 000 arbres. Afin d’entretenir cette forét vieillissante, un

organisme régional d’entretien des foréts décide d’abattre chaque année 5% des

Une suite (1) zen est arithmético-géométrique de parametres a # 1 et b et de arbres existants et de replanter 3 000 arbres.

premier terme iy Si, et seulement si, pour tout n € N,
1. Montrer que la situation peut étre modélisée par 1y = 50 et pour tout entier
Up=a(ug—r1) +r e naturel n par la relation :
l-a Ups1 = 0,951, + 3.

Démonstration. Admise pour le moment. O 2. On consideére la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v,, = 60 — u,.
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a) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 0,95.
b) Calculer vy. Déterminer |’expression de v, en fonction de n.

¢) Démontrer que pour tout entier naturel n, u; = 60— 10 x 0,95".

3. Déterminer le nombre d’arbres de la forét en 2028. On donnera une valeur
approchée arrondie a I'unité.

4. a) Vérifier que pour tout entier naturel n, on a I'égalité :
un+l - un = 0,5 X 0,95”.
b) En déduire la monotonie de la suite.

5. Déterminer I'année a partir de laquelle le nombre d’arbres de la forét aura
dépassé de 10% le nombre d’arbres de la forét en 2023.

Convergence d’'une suite

Suites convergentes

Une suite (u,) converge vers un réel ¢ si tout intervalle ouvert contenant ¢
contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang. ¢ est appelée li-
mite de la suite (u,,).

On utilisera les notations :

lim wu,=¢ ou u, — /.
n—+oo n—+oo

Un

Exemple Une suite constante égale a ¢ converge vers ¢.

Si (u,;) converge vers un réel, cette limite est unique.

Démonstration. Supposons, par I'absurde, qu’il y ait deux limites ¢; et ¢, distinctes. Ainsi, la
différence absolue |£, — ¢, | est strictement positive. On I'appelle €.

Les intervalles I) = |¢1 - §; 41 + §[ et I, = | £, — £ ;42 + § [ contiennent chacun tous les termes
de la suite a partir d'un rang ny (on peut prendre le méme rang pour ¢; et ¢» sans perdre de
généralité).

Cependant, c’est impossible puisque les intervalles sont disjoints par contruction et les termes
de rang supérieurs a ny seront soit strictement dans I; soit strictement dans I. O

Suites divergentes

Une suite est dite divergente si elle ne converge pas.

Exemple La suite de terme général (—1)" ne converge pas car elle alterne indéfini-
ment entre 1 et —1. Elle est donc divergente.

Une suite (u#,,) tend vers +oo si tout intervalle |a; +oo[ contient tous les termes

de la suite a partir d'un certain rang.
On utilisera les notations :

lim wu, =+o0 ou u, — oo.
n—+oo n—+oo

Un

A
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Exemple Toute suite arithmétique de raison r > 0 tend vers +oo.

Remarques » On peut définir de méme une suite qui tend vers —oco avec des inter-
valles | —oo; al.

» Toute suite qui tend vers +oo ou —oo est divergente.

Convergences usuelles

Les suites de termes général n, n?, \/n et, dans le cas général, n® avec a > 0 sont
divergentes de limite +oo.

Démonstration. Soient a > 0 et (u,) de terme général n®.

On considere I un intervalle Ja; +oo[ avec a > 0. Cherchons un rang n tel que tous les termes
de la suites soient dans I a partir de np.

Posons ny le plus petit entier strictement supérieur a az.

Par stricte croissance de x — x® sur Ry (car @ > 0), on a que:

a a 1 @
Vn 2 ny, n >n0>(aa) =a
C’est-a-dire, Vn > ng, uy > up, > adonc Vn 2 ng, u, € 1. O
Propriété
. , 11T 1 . 1
Les suites de termes général —, — —=¢et dans le cas général, — avec a >0
n n* \/n ne

sont convergentes de limite 0.

. . . L 1
Démonstration. Soient a > 0 et (u,) de terme général —-
n
On considere I un intervalle ]—a; a[ avec a > 0. Cherchons un rang n tel que tous les termes
de la suites soient dans I a partir de ng.

. . . . 1
Posons ng le plus petit entier strictement supérieur a -
aa

. . 1
Par stricte décroissance de x — —g sur R; (cara >0),onaque:
X

1 1 1
Vn=ny, 0<—<—m<——p=a
]
C’est-a-dire, Vn > ny,0 < u, < Uy, <adonc Vn > ng, u, € I. O

<[> Algorithmique & Programmation | Algorithme de seuil

Soit (1) la suite définie par Vn e N, u;, = 2nd—7.
On admet que lil}rl U, = +oo mais on souhaite obtenir le premier rang n a

—

partir duquel la suite reste dans un intervalle ]a; +oo[ pour tout a € R.
C’est possible avec la fonction Python suivante.

1 def seuil(a):

2 u=-7

3 n=0

4 while u<=a:

5 n=n+1

6 u=2*xn*x*x3-7
7 return n

Le code seuil (1000) permet de savoir que pour a = 1000 alors n = 8.

Opérations sur les limites

On considere dans cette section deux suites (u,,) et (v;).

Théoréme | Limite d'une somme

Soient ¢ et ¢' deux réels.

lim u, 0 l 14 +00 -0 +00
n—+oo
lim v, 2 +00 —0o +00 -0 —00
n—+oo
lim u,+v, o+/0 +00 —00 +00 —00 ?
n—+oo

. 1 . . 1
» lim —=0et lim n=+ocodonc lim — +n=+oo.
n—+oon n—+oo n—+oon

Exemples

» lim —y/n=-occet lim -3n=-ocodonc lim —v/n-3n=-oco.
n—+oo n—+oo n—+oo

Remarque Le dernier cas indiqué dans le tableau est appelé une forme indétermi-
née. Cela veut dire qu’on ne peut pas directement déterminer la limite de la somme et
qu'il va falloir I'étudier plus en détail.
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Théoréme | Limite d'un produit

Soient ¢ et ¢' deux réels.

lim u, l >0 /<0 >0 /<0 0
n—+oo
lim vy, 0 +00 +00 —oo -0 +o0o
n—+oo
lim u, x v, 24 +00 —00 —00 +00 ?
n—+oo

Remarque Dans le cas d'un produit "entre infinis", la régle des signes s’applique

aussi.

1
lim 7—-— =7donc:

n—-+oo Vn

1
Exemples » lim 1+—=1et
n—+ n

. 1 1
Iim (1+—|({7—-—|=1x7=7.
n—+oo n

vn
» lim yn=+ccet lim —n’®=-ocodonc lim —ynn®=-co.
n—+oo n—+oo n—+oo

Théoréme | Limite d’'un quotient

Soient ¢ et ¢’ deux réels. a peut désigner ici +oo ou —oo.

lim wu, l l +oo
n—+oo
lim v, 0'#£0 +00 +00
n—-+0oo .
i Un £ ? ?
nl—lgloo Un 4 D ) )
Si v, >0 pour tout n €N Si v, <0 pour tout n €N
lim u, >0 /<0 lim u, >0 /<0
n—+oo n—+oo
lim v, 0 0 lim v, 0 0
n—+oo n—+oo
lim % +00 —00 lim % —00 +00
n—+oo Un n—+oo Un
. 7 o 2-1
Exemple lim 2——=2et lim n*=+ocodonc lim T =0.
n—+oo n n—-+oo n—+oo pn

3 Comparaisons et limites

Théoréme | Théoréme de comparaison

Soient (u,) et (v,) deux suites telles que, a partir d'un certain rang, u, < vj,.
» Si lim wu,;=+occalors lim v, = +oco.

n—+oo n—+oo
» Si lim v, =-ocalors lim u, =—occ.

n—+oo n—+oo

Démonstration. Prouvons le premier point. La preuve sera similaire pour le second.
Supposons que liIP U, = +oo et notons n; le rang évoqué dans I'énoncé.
n—+o0o

Soit I =]a;+oo[ avec a € R.
Montrons qu’il existe un rang tel qu’apres, tous les termes de la suite (v,) soient dans I.
Par hypothese sur (), il existe un rang n, tel que :

Vn=>ny,u,>a.
En considérant ny, le maximum entre n; et ny, on a bien :

VYn>=ng,v, 2 u,>a.

Exemple Soit u, de terme général n et v, de terme général n+2 + (—1)".
Ona:
Yn>0,u,<v,carVneN,2+(-1)">1.

Ainsi, comme lim n=+ooalors lim n+2+(-1)" = +oo.
n—+oo n—+oo

Un,Un
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Théoréme | Théoréme des gendarmes

Soient (1), (v,) et (wy) des suites réelles telles que, a partir d'un certain rang,
Up < Un < Wy
Si (uy) et (wy) convergent vers le méme réel ¢ alors (v,) converge aussi vers £.

Up,Vp, Wy
A
.
°
°®
° 3." .
k,,,,,,,,!,!3!;!:.7:.7.‘.7:.7[
.
. :.:.:oooooooaooooo‘n
°®
°
.
°

Démonstration. Appelons n; le rang évoqué en énoncé.

Soit I = ]a; b[ un intervalle ouvert contenant ¢. Montrons qu'il contient (v,) a partir d'un cer-
tain rang ny.

(uy) est contenue dans I a partir d'unrang n,, et (w,) a partir de n,, par définition de la conver-
gence vers /.

En posant ny le maximum entre n,, n, et n,, on a bien que :

Vn > ng, a<u,<vp,<w,<bhb.

Corollaire | Comportement asymptotique des suites géométriques

Soit g € R.

-l<g<l1 qg=1 q>1
’ lim g" 0 1 +00

n—+oo

Démonstration. On admet pour le moment que VreN,Vx>0,(1+x)" > 1+ nx.

» Sig>1,enposantg=1+x,onaqueVneN,q"=(1+x)">1+ nx. Ainsi, par le théoreme
de comparaison, comme 1+ nx — +ooalors g" — +oo.
n—+oo n—+oo

» Sig=1ouq=0,onestface a suite de termes constants.

. . - 1
» Si0< g <1,onpeutseramener au premier cas en posant a = %. Ainsi, VneN, q" = — et
a

1
comme a > 1, alors a” — +ooetdonc — — 0.
n—-+o0o a n—+oo

» Si —1 < g <0, alors on applique le théoreme des gendarmes a —(—¢)" < g" < (—¢)" ol
0<—g<l

Ainsi, lim (—¢)"=0etdonc0< lim g" <0.
n—+oo n—+oo
O

Remarque  On connait désormais les limites de toutes les suites géométriques en
raisonnant sur le premier terme et la raison g.

Soit (1) une suite.

» SiVneN,u, <M pour M € R, alors (u;) est majorée par M et M est un
majorant de (u).

» SiVneN,m< u, pour m € R, alors (#,) est minorée par m et m est un
minorant de ().

» (uy) est bornée si elle est majorée et minorée.

Exemples » Les suites de terme généraux (—1)"” ou sin(n) sont bornées : majorées
par 1 et minorées par —1.

» La suite de terme général 2 + /n est minorée par 2.

» Une suite strictement décroissante est majorée par son premier terme.

Théoréme | Convergence monotone

» Une suite croissante et majorée est convergente.

» Une suite décroissante et minorée est convergente.

Démonstration. Admise. O

» Une suite croissante non majorée tend vers +oco.

» Une suite décroissante non minorée tend vers —oo.
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Démonstration. Prouvons le premier point.

Soient (#,,) une suite croissante non majorée et I =]a;+oo[ ou a € R. Montrons que I contient
(uy,) a partir d'un certain rang.

Par non majoration, il existe un rang ng tel que u,, > a. (u,) étant croissante sur N, on a né-
cessairement que V7 > ny, U, < Uy, > a. C'est-a-dire, Vn > ng, u, € 1. O
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