DEVOIR SURVEILLE 2

Calculatrice autorisée
Lundi 3 novembre 2025

EXERCICE 1 (5 POINTS)

1
1. a. Soit x # 0. Montrer que les équations x = 1+ — et x> — x — 1 = 0 sont équivalentes.
X
b. Résoudre x> — x—1=0dansR.

2. On consideére la fonction f définie sur 10 ; +oo[ par
1
fx)=1+-.
X

On définit la suite (u;) par :
up=1etpourtout neN u,.1 = f(un).

a. Al'aide des deux courbes suivantes, déterminer graphiquement les valeurs des cinq premiers termes de
la suite (u,,).
Faire apparaitre les traces de construction sur le sujet.
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b. Quand n devient de plus en plus grand, vers I'abscisse de quel point semble se rapprocher u,,?

Cette suite permet d'approcher le nombre d’or par la méthode dite du « point fixe ».

c. Al'aide des questions précédentes, donner la valeur exacte du nombre d’or.

CORRECTION
1. a. Soitx#0.0na

1 1 2 2
x=1l+— <= x-1=—- <= x"—-x=1<—= x"—-x-1=0.
X X
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b. Résolvons x2 — x—1=0. Le discriminant vaut A = 1 + 4 = 5. Les solutions sont

1+v5
X = .
2

Les deux racines sont non nulles.
1
2. Onpose f(x) =1+ — définie sur ]0, +oo[ et u,+1 = f(u,) avec ug = 1.
X

a. Calcul des cing premiers termes (ug a u4) :

1 1 3 1 2 5
up=1, w=1+-=2, up=l+-==, ug=l+—=1+-=—-,
1 272 3/2 373

1 3 8

Up=1l+—=1+-=—.

5/3 5 5

b. En observant les valeurs calculées et le graphique, u; semble se rapprocher d'une valeur proche de 1,618... qui
est I'abscisse du point fixe positif de f.

1
c. Les points fixes de f sont les solutions de x = 1+ —, donc les solutions de x? — x—1 = 0. La valeur exacte du nombre
X
d’or (point fixe positif) est

1+v5

5

EXERCICE 2 (10 POINTS)
1. On considere la suite (u#,) définie, pour tout entier naturel n, par :

B n+1
n+2

Up

a. La suite est-elle définie explicitement ou par récurrence ?
b. Calculer le terme initial de la suite puis u; et u,.

c. Calculer le 10€ terme.
2. Soient les suites (u;) et (v,) définies sur N par :

9 vo=1,
Uup,=3n“"—n+2 et
Un+1 =V —3n pourtout n e N.

a. Exprimer en fonction de 7 les termes suivants :

Up+1, Upt+]l, Uzp, VUpy1—Up

b. Etudier les variations de (u;,).

c. Etudier les variations de (v,,).

CORRECTION
1. a. Lasuite est définie de facon explicite.
b.
1 2 3
Up=-, U =-, Up=-—
0Ty Ty Ty
c. Le dixiéme terme (pour n =9) est
9+1 10
Ug= ——=—.
9+2 11

2. Soient u, =3n®—n+2etvy=1, Vys1 = v, —30.
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Uns1 =3+ 1> —(n+1)+2=3n’+5n+4,
Uy +1=0@Bn’>-n+2)+1=3n*-n+3,
Upp =32n)° —2n+2=12n*-2n+2,

Up+l1— Un =-—3N.

b. Variations de (u;,) :
Uns1— Upn=@Bn?+5n+4)—Bn®—n+2)=6n+2.
Pour tout n€ N, 6n+2 > 0. Donc (u,,) est strictement croissante sur N.

c. Variations de (v;,) :

Ona v,.1 — v, = —3n. Pour n = 0 la différence vaut 0. Pour n = 1, —3n < 0. Donc (v,) est constante entre vy et v;

puis strictement décroissante pour n > 1.

EXERCICE 3 (5 POINTS) on
On considere la suite (u;) telle que, pour tout nombre entier naturel n, u, =

n+1l’

1. Vérifier que, pour tout n € N, u; > 0.

Un+1
Un

2. Démontrer que, pour tout n € N, > 1.

3. Conclure sur les variations de (u;,).

CORRECTION
1. PourtoutneN, 7" >0etn+1>0,donc u, >0.

2.
Mn+1_7"+1/(n+2)_ n+1
un 7"+l n+2
u
Orpour ne€ Nona7(n+1) > n+2 (puisque 61+ 5> 0), donc —++ > 1.
Un

Up+1

3. Comme le rapport > 1 pour tout n, la suite (u,) est strictement croissante sur N.

n
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