CALCUL VECTORIEL

O Résumé

Il a été vu en secondes diverses opérations entre vecteurs du plan : la somme
et le produit par un scalaire. Nous aimerions naturellement pouvoir définir un
produit entre deux vecteurs et en tirer des applications en géométrie.

A Attention

Dans toute la suite, nous nous placerons dans un repére orthonormé du plan
(0;%.7)-

Produit scalaire dans le plan

Définition | Produit scalaire
/
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On définit % - 7, le produit scalaire de 7 et 7, le nombre réel :

) deux vecteurs du plan.
- —> !/ !
u-v=xx+yy.

. . (4 —(3
Exemple Le produit scalaire de u (_1) et v (5) est:

—

U-UV=4x3+(-1)x5=12-5=7.

Remarque  On note aussi parfois le produit scalaire (i, V) ou < i, U >.

Propriétés
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) un vecteur du plan. On a:
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> = U - U pour tout vecteur v.

Démonstration. C’est direct par définition du produit scalaire.

Propriété | Bilinéarité du produit scalaire

Pour tout #, U et w vecteurs du plans, A et y réels, on a:
U-AT+pw)=MuU-7)+u(d - w)

et
AU +u?)-w=A1U-w)+u(v - w).

Démonstration. Claire en écrivant les coordonnées de tous les vecteurs en jeu.

Exemples Soient u, 7 et w trois vecteurs du plans.
» Onau-Qv-w)=2u-v)-(d-w).
» Onaaussi:

(U+27)- BV -20)=3(U +20)-V-2U+2v)-U
7.

—

=3U-V+60-V-2U-U-47T U

=—2||Z|*-u-T+6|| 7|
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Théoréme | Développement de la norme

Soient i et U deux vecteurs du plan. On a:
u-v= %(||7+ 7P - |71 -1 7))
et

ﬂ-7=%(llﬂllz+ 171° - 12 - 7).

Démonstration. >

|Z+ 7| =@+ 7)- @+ 7)
=U-U+U-V+V-U+V-V
= || +22- 7+ | 7|

>

<
<

De méme, on a la seconde égalité en isolant % - 7.

Produit scalaire et géométrie

Propriété | Définition géométrique du produit scalaire

Soit 7 et U deux vecteurs non nuls.
— —> — —> , . , =
Pour A, Bet Ctelsque u = AB et v = AC, on note 6 'angle non orienté BAC et

ona:

7(]
A—B)'E)=AB><AC><COSB/A\C
@5 =[] < |7 xcost
0
A Bﬁ

Définition | Orthogonalité

En reprenant les notations précédentes, 7 et v sont dits orthogonaux si 6 = o8
Onnotera i/ L 7.

=
v
0
N
u
Théoréeme | Critere d’orthogonalité
ULlTeuU-7=0

Démonstration. Comme 0 € | -7 g], 6 =7 < cosf =0. O

/
oy X X P
Remarque Lorthogonalité de deux vecteurs 7 (y) etV (y’) est caractérisée par :

Pour tout % vecteur du plan, @ L 0.

2

— 4 - —
4) et v (_2) sont orthogonauxcar - Vv =2x4+4x(=2)=0.

Exemples » ﬂ(

3

5 - —
> ﬂ(—l) et 7(5) ne sont pas orthogonaux car - ¥ =3 x5+ (—=1) x5=10 #0.
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Applications

Théoréme d’Al-Kashi

Théoreme | Al-Kashi

Soit ABC un triangle.

BC? = AB? + AC? +2AB x AC x cos BAC
Démonstration. Par Chasles,
BC? = |BE| = |[BA+ AC|” = BA+ 40 (BA+ A0)
- |BA| 24 a¢ + A
=BA*+2(BAx ACcos(BAC) + AC*
= AB?+ AC? +2AB x AC x cos BAC.

O

Exemples » On peut déterminer un angle dans un triangle connaissant ses trois
longueurs.

A B

Ici, cherchons I'angle ACB.
Par le théoréeme d’Al-Kashi, AB? = AC? + BC?+2AC x BC x cos ACB. Ainsi,

AB? — AC? - BC?

COS@=
2AC x BC
52-22_42
T Tox2x4
5
16

On peut avoir une valeur approchée de ACB puisque ACB = arccos = = 1,53 rad.

» On peut aussi déterminer une longueur connaissant les deux autres ainsi qu'un des
angles.

BC? = AB% + AC?> +2AB x AC x cosBAC

a2 .92 U
=4“+2 +2><2X4COS§

1
:16+4+16><5

=28

Nous avons BC = /28 = 21/7.

Equations de droites

Définition | Vecteur normal

Soit 77 un vecteur non nul du plan orthogonal 4 un vecteur 7 directeur d’'une
droite d.

71 est dit vecteur normal a d.

N
n
N
U
Propriété | Equation cartésienne d’une droite

Soit d une droite d’équation ax+ by +c=0.
a

Le vecteur 77 ( b

) est un vecteur normal a d.
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. . -b .
Démonstration. Tt)( a ) est un vecteur directeur de d.

—

U-n=ax(-b)+bxa=0eu L7

Equations de cercles

Définition | Cercle

On appelle cercle de centre C(a; b) de rayon r > 01’ensemble des points M (x; y)

tels que :

x-a)?+y-b?=r2

=

Propriété | Caractérisation d’un cercle

Soient deux points distincts A et B du plan et I le milieu du segment [AB].
Lensemble des points M du plan tels que MA- MB = 0 est le cercle de centre I

et de rayon >

\_

Démonstration. Sans perdre _d)e généralités, placons nous dans un repere orthonormé de
centre I et de premier vecteur IB non nul. Dans ce repére, A(—1;0), I(0;0) et B(1;0).
Soit M(x; y).

MA-MB=(-1-x)(1-x)+ (=

=2 12492

Ainsi, N
MA-MB=0&x*-1?+y*=0o x*+y*=1°%
O

Remarque On peut déterminer I’équation cartésienne d’un cercle a’aide de la pro-
priété précédente.

Si le diametre du cercle est [AB] avec A(xa;ya) et B(xp; yp), alors I'équation carté-
sienne de cercle est donnée par :

(x=xa)(x—xB)+(y—ya)(y—yB)=0.
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